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A Matematica dos eclipses

Um eclipse lunar ocorrera em 13-14 de marco de 2025, precisamente no DIM 2025. Este
sera um eclipse lunar total visivel numa grande parte da América. Seis meses depois, em
7-8 de setembro de 2025, ocorrera um eclipse lunar semelhante, totalmente visivel na maior
parte da Asia, Africa Oriental e Australia. Esta pode ser uma boa oportunidade para discutir
a Matematica dos eclipses.

Participantes:
Idade 13 anos ou mais
Nao sdo necessarios conhecimentos prévios de Matematica, mas os participantes
devem ter uma compreensao basica dos movimentos da Terra e da Lua.

Atividade:
Construgao de um modelo fisico do Sol, da Terra e da Lua.
Discussao sobre a Matematica por tras do fendmeno dos eclipses.

Materiais:
e Trés bolas feitas de algoddo comprimido, esferovite, madeira, etc. As bolas devem
ter um orificio de passagem. E preferivel utilizar trés tamanhos diferentes.
Palitos de madeira que possam ser espetados nas bolas.
Aguarela ou outro tipo de tinta que seja adequado para colorir as bolas.
Superficie de cortica ou cartao para fixar os palitos.

Preparativos:
e Pintar uma bola grande de amarelo (o Sol), uma bola média de verde e azul (a Terra)
e uma bola pequena de cinzento (a Lua).


https://en.wikipedia.org/wiki/March_2025_lunar_eclipse
https://en.wikipedia.org/wiki/September_2025_lunar_eclipse

1. Modelo planar

Tarefa: Fixe as trés bolas a cortica e descreva o seu movimento.

Os dois principais movimentos relativos do Sol, da Terra e da Lua sao:
e A Terraroda em torno do Sol.
e A lLuaroda em torno da Terra.

Pode colocar o Sol no centro, a Terra a uma certa distancia e a Lua perto da Terra. Os
tamanhos e as distancias n&o serao certamente a escala.

Outra opcéo é colocar a Terra no centro, com o Sol e a Lua a moverem-se a sua volta. Este
€ também um modelo valido. E ilustra uma ideia muito importante: o “centro” € apenas uma
questao da referéncia que se toma (n&o existe um centro absoluto do Universo).

O primeiro caso € um modelo Heliocéntrico (Helios = Sol) e o segundo € um modelo
Geocéntrico (Geo = Terra). Ambos os pontos de vista sdo equivalentes, mas por vezes um
ponto de vista € melhor para a compreensao do fendmeno ou para a realizacao de calculos.
Os matematicos recorrem a mudangas do ponto de vista para estes fins.

Nem todas as configuragdes sao validas, por exemplo, colocar o Sol entre a Terra e a Lua é
incorreto.

No modelo heliocéntrico, supondo que o pdélo norte da Terra estéa virado para cima, a Terra
deve mover-se no sentido anti-horario em torno do Sol. A Lua também se deve mover no
sentido anti-horario a volta da Terra. A Terra também roda sobre o seu eixo no sentido
anti-horario. Repare que estamos a colocar todos os corpos no mesmo plano, o que nao
acontece na realidade.



2. Fases da lua e eclipses.

Tarefa: Escreva uma definicdo dos seguintes acontecimentos astronémicos e construa um
modelo com as bolas colocadas na base de cortica:
a. Luanova
Quarto crescente
Lua cheia
Quarto minguante
Eclipse solar (total ou parcial)
Eclipse lunar (total ou parcial)

~0o0o0o

Discussao: Uma resposta basica seria:
e O Sol s6 consegue iluminar metade da Lua. As fases da Lua acontecem porque
apenas parte da metade iluminada da Lua esta virada para a Terra.
e Os eclipses acontecem quando os trés corpos celestes estao de alguma forma
alinhados e um esconde um outro.

Fases da Lua

As respostas que procuramos s&o:
a. Lua Nova. A Lua esta entre a Terra e 0 Sol (mas nao alinhados). O lado da Lua que
esta iluminada esta de costas para nés e nés estamos virados para o lado que nao
esta iluminado pelo Sol (esta na sombra). Na parte da Terra onde ¢é dia, a Lua esta



no céu mas nao esta visivel (dado n&o estar iluminada), da parte da Terra onde é
noite, a Lua nao esta no céu (esta escondida atras do horizonte).

Quarto crescente. O Sol, a Terra e a Lua formam um tridngulo aproximadamente
retdngulo na Terra. A Lua é visivel antes e depois do pér do sol.

Lua Cheia. A Terra encontra-se entre o Sol e a Lua (mas nao alinhada). Podemos
ver durante a maior parte da noite quase todo o hemisfério da Lua que esta a ser
iluminado pelo Sol.

Quarto minguante. O Sol, a Terra e a Lua formam um tridngulo aproximadamente
retangulo na Terra. A Lua é visivel antes e depois do nascer do Sol.

Eclipse solar (total, anelar ou parcial). A Terra estd na sombra projetada pela Lua,
pelo que o Sol desaparece momentaneamente atras da Lua.

Eclipse lunar (total ou parcial). A Lua esta na sombra projetada pela Terra, pelo que
a Lua fica momentaneamente obscurecida.

Um eclipse solar total e um eclipse solar anelar

Fotografia de um eclipse solar anelar

Fonte: Dpickd1 via Wikimedia Commons, CC-BY 4.0,



3. Periodos de rotacao

Quanto tempo leva cada corpo a completar uma volta?

Uma primeira resposta seria:
e O periodo de rotagdo da Terra em torno do seu eixo é de um dia;
e O periodo de rotagao da Terra em torno do Sol é de um ano (cerca de 365,25 dias)
e O periodo de rotacdo da Lua em torno da Terra € cerca de um més (talvez
acrescentar: e esse é também quanto a Lua leva a passar por todas as suas fases)

Vamos tentar ser mais precisos no que diz respeito a Lua. Vamos fixar a origem na Terra
(modelo geocéntrico) porque assim todos os movimentos sao circulares (no modelo
heliocéntrico, a Lua faz uma trajetéria muito mais complicada).

Exercicio: Suponha que a Lua roda a volta da Terra em 27,32 dias e o Sol (em relagao as
estrelas fixas) em 365,25 dias e que ambos rodam na mesma dire¢do. Suponha que nalgum
momento os trés corpos se encontram alinhados. Calcule quando é que eles voltardo a
estar alinhados novamente.

Solugao:
Em t dias, a Lua percorre um angulo de 360 /27,32 ° e o Sol percorre um angulo de 360
/365,25 °. Suponha que comegamos com os trés corpos alinhados. Entao, o préximo



alinhamento na mesma ordem ocorre quando o Sol tiver percorrido uma fragao de uma volta
e a Lua uma volta completa mais a mesma fracéo de volta.

Calculando o periodo entre alinhamentos

Isso significa que tal sucede quando t satisfaz a equacgao

t ¢
360 555 = 360 + 360 o=

cuja solugéo é t = 29,53 dias.

Note que para definir o que é “uma volta”, é preciso fixar um referencial. Assim, temos
defini¢cdes diferentes:

e Um més sideral é de 27,32 dias e trata-se do tempo que a Lua leva a partir do
momento em que esta na direcao de qualquer estrela de referéncia até se encontrar
na mesma direcdo novamente (E também o tempo que a Lua leva entre duas
passagens no plano vertical que contém o eixo inclinado da Terra, do mesmo lado
da Terra.)

e Um més sinddico é de 29,53 dias e trata-se do tempo que a Lua leva a partir do
momento em que esta na direcdo do Sol até estar outra vez na direcdo do Sol.

Um més sinddico é o periodo entre duas luas cheias. Durante este tempo, a Lua passa por
todas as suas fases.

Algo analogo sucede com a rotagao da Terra em torno de si mesma.

e Um dia sideral equivale a 0,9972 dias (23 h 56 min 4,0905 s) e é o tempo no qual o
céu parece dar uma volta em torno da Terra (a Terra tem a mesma orientagdo em
relacéo as estrelas).

e Um dia (solar) é o tempo em que o Sol parece dar uma volta em torno da Terra (a
Terra tem a mesma orientagdo em relagéo ao Sol). E também o tempo entre dois
momentos em que o sol esta no seu zénite (o ponto mais alto), o meio-dia solar.



4. Inclinacao do plano da érbita lunar

Com este modelo, parece que todos os meses teriamos um eclipse solar e um eclipse lunar.
Por que nao temos eclipses todos os meses?

O plano orbital da Lua em torno da Terra n&o € o mesmo que o plano orbital da Terra em
torno do Sol (chamado Ecliptica).

Na realidade, os dois planos fazem um angulo de cerca de 5°. Nota: pode exagerar o
angulo no modelo, ja que os tamanhos e distancias relativos também estdo errados.

Tarefa: Construa e desenhe um modelo heliocéntrico tendo em conta a inclinagao do plano
orbital da Lua e reveja, neste novo modelo, as definicbes que deu na secgao 3.

Também pode ver a app interativa “Moon Phases and Eclipses”.

O plano orbital da Lua e a Ecliptica intersetam-se numa reta, chamada linha dos nodos. O
Sol, a Terra e a Lua s6 podem estar alinhados nesta reta. O Sol esta na linha dos nodos
aproximadamente duas vezes por ano (duas épocas para eclipses num ano). No entanto, os
eclipses sdo mais raros porque nem sempre o Sol esta na linha dos nodos quando a Lua
atravessa essa reta.

Nota: Uma subtileza que nao é incluida no nosso modelo: a linha dos nodos muda
lentamente (precessao nodal), de modo que as estacbes dos eclipses nao estio ligadas as
estacdes do ano.

Tarefa. Construa e desenhe um modelo geocéntrico considerando a inclinagdo do plano
orbital da Lua.


https://imaginary.github.io/moonphaseseclipses

Este modelo é equivalente ao modelo heliocéntrico (centrado no Sol), mas fornecera maior
compreensao e calculos mais faceis. Coloque a Terra no centro da placa de cortica. O Sol, a
Lua e todas as estrelas estdo (aparentemente) numa esfera centrada na Terra, a Esfera
Celeste.
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Modelo geocéntrico: O Sol (a amarelo) move-se no plano da Ecliptica (E), e a Lua (a roxo) move-se
no seu plano orbital cujo angulo de inclinagao € de 5,14° (A). A linha dos nodos (N) é a intersecgéo
de ambos os planos. Para que ocorra um eclipse, tanto o Sol como a Lua tém de estar numa
vizinhanga de 18,5° da linha dos nodos (a zona Z a castanho). O Primeiro Ponto de Aries (P) marca a
origem da longitude ecliptica.

O percurso aparente do Sol é a Ecliptica. E conveniente tornar o plano da Ecliptica
horizontal no nosso modelo. Podemos fixar a origem da Ecliptica na posi¢cédo do Sol no
primeiro dia da primavera (no hemisfério Norte) em margo; este ponto é chamado Primeiro
Ponto de Aries. A longitude da Ecliptica é o angulo medido a partir do Primeiro Ponto de
Aries ao longo da Ecliptica. O Sol aumenta a sua longitude ecliptica aproximadamente 1
grau por dia, demorando 365,25 dias a completar a sua rotagao de 360 graus a volta da
Terra.

A Lua roda a volta da Terra num plano inclinado de 5,14° em relagao a Ecliptica e demora
um més sideral (27,32 dias) a dar uma volta. O plano da érbita da Lua cruza a Ecliptica na
linha dos nodos.



Exercicio: Identifique novamente as fases da Lua e os eclipses.

Note que, como o angulo entre os dois planos é tao pequeno, faz sentido projetar a Lua no
plano da Ecliptica e medir como esta se move, através da sua Longitude Ecliptica.

Quando o Sol e a Lua tém a mesma longitude ecliptica, tem-se uma Lua nova. Apds um
més sinddico (29,53 dias), o Sol e a Lua voltam a ter a mesma longitude ecliptica. Quando a
diferenga entre as suas longitudes eclipticas € de 180°, € Lua cheia; e quando a diferenca é
de 90°, trata-se do quarto crescente ou minguante.

Um eclipse solar corresponde a uma Lua nova na linha dos nodos e um eclipse lunar
corresponde a uma Lua cheia na linha dos nodos. Como o Sol e a Lua tém alguma largura,
existem algumas margens a volta da linha dos nodos (cerca de 18,5°) onde pode ocorrer
um eclipse.

Eclipses solar e lunar

Quando a luz do Sol atinge a Terra, cria-se uma zona de umbra (sombra) onde n&o penetra
a luz do Sol e uma regido de penumbra onde penetra parte da luz do Sol. Pode acontecer
que a Lua atravesse a penumbra sem cruzar a umbra. Neste caso, falamos de eclipse lunar
penumbral. Tal eclipse pode ser total ou parcial.

Eclipse lunar total penumbral



5. Atividade extra: As estacbes do ano.

Introduza a inclinagéo do eixo de rotacao da Terra no(s) seu(s) modelo(s).

O eixo da Terra forma um angulo fixo com o plano da Ecliptica. Este angulo é responsavel
pelo mecanismo das estagoes.

equinociq de outono
L solsticio de werao

equinocio da‘primavera

solsticio de inverno

Questao: Onde ocorrem os primeiros dias do verao, outono e inverno (note que a sua
resposta depende do hemisfério onde se encontra)? Discuta por que razao as estagdes do
ano (fria e quente) sdo causadas pela inclinagao do eixo da Terra (23,44°). Para cada caso,
leve os seus alunos a deduzirem em que diregao o eixo da Terra esta inclinado.

Resposta:

Seja o Primeiro ponto de Aries o ponto da ecliptica onde o sol se encontra no primeiro dia
de primavera no hemisfério norte. Trata-se da origem da longitude ecliptica. Assim, o inicio
da primavera esta por definigdo localizado na longitude ecliptica 0° e os inicios do verao,
outono e inverno (no hemisfério Norte) estao localizados a 90°, 180° e 270°,
respetivamente. No hemisfério sul, o Primeiro ponto de Aries corresponde ao primeiro dia
do outono e os pontos seguintes correspondem ao inverno, a primavera e ao verao,
respetivamente.

Se o Pdlo Norte estiver virado para cima no seu modelo, entéo, no primeiro dia de verao,

ele devera estar inclinado 23,44° em direcado ao Sol. Se preferir o Pélo Sul virado para cima,
entao este devera estar inclinado na dire¢gao oposta ao Sol.
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Compare os diferentes dngulos nos quais o Sol atinge a Terra no verdo e no inverno num
determinado local (por exemplo, na sua localizagao) e reflita sobre os longos dias e noites
nos Pdélos.

Nota: O Primeiro Ponto de Aries esta, por definicdo, na intersecdo do plano da ecliptica com
o plano do equador da Terra. Esta linha nao é fixa em relagao as estrelas porque a
inclinagado do eixo da Terra muda (a precessao dos equindcios), mas & extremamente lenta,
cerca de uma volta em 26.000 anos. No entanto, ja passou bastante tempo desde que os
Antigos nomearam este ponto como estando na ponta da constelagdo de Aries (ou
Carneiro) e hoje este ponto esta, na verdade, na constelagcéo Peixes.

Esta precessao, entre outras coisas, significa que o periodo da 6érbita da Terra em relagao
as estrelas (ano sideral, 365,256363004 dias) é cerca de 20 minutos mais longo do que a
mesma o6rbita em relagéo ao Sol (ano trépico, 365, 24219 dias). O ano trépico € o ano
usual, a base do calendario.

6. Material adicional: outros meses lunares e a frequéncia de
eclipses.

Existem diferentes nogdes de més lunar:

- Meés sideral: E o tempo em que a Lua da uma volta em relacéo as estrelas fixas.
Demora 27,321661 dias.

- Més sinédico: Do grego Sinodo, reunido. E o tempo que a Lua demora para voltar &
mesma longitude da Ecliptica. Trata-se do periodo das fases da Lua. Dura 29,53059
dias.

- Més draconiano (do dragao mitico que se dizia viver nos dois nodos e comer o Sol
ou a Lua durante os eclipses): E o tempo que a Lua demora a passar de um nodo
para o mesmo nodo novamente. E ligeiramente diferente do més sideral, 27,212220
dias.

- Més anomalistico: a Lua move-se numa elipse e ndo numa circunferéncia. Isto faz
com que a Lua pareca um pouco maior quando esta mais proxima da Terra e um
pouco mais pequena quando esta mais longe. Esta é a raz&o pela qual, por vezes,
um eclipse solar é total (a Lua cobre completamente o Sol) e, por vezes, € anelar (a
Lua cobre um circulo quase concéntrico com o Sol, deixando um anel de luz visivel).
O tempo que a Lua demora a ir do seu perigeu (ponto mais proximo da 6rbita) até
ele novamente € um més anomalistico que dura 27,554551 dias.

Os antigos babilénios e gregos tinham um modelo bastante desenvolvido do céu. Definiram
o chamado ciclo de Saros, com base numa coincidéncia encontrada por observagéo:
Um ciclo de Saros é

- 223 meses sinddicos (exatamente, por definicao)

- 242 meses draconianos (quase exatamente)

- 239 meses anomalisticos (quase exatamente)

- 6.585,321347 dias

- 18,029 anos (18 anos, 11 dias e 8 horas)
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Se ocorrer um eclipse, apds um ciclo de Saros a Lua estara novamente na mesma fase (um
numero inteiro de meses sinédicos), cruzando novamente a ecliptica (um numero inteiro de
meses draconianos) e com 0 mesmo tamanho aparente (um numero inteiro de meses
anomalisticos), entdo ocorrera um eclipse quase idéntico. Os gregos tinham tabelas com
anotacgdes de todos os eclipses num ciclo de Saros (registados em cerca de 18 anos), a
partir dos quais podiam extrapolar todos os eclipses e (o seu tipo) durante séculos.

Como um ciclo Saros excede um numero inteiro de dias em um terco de dia (cerca de 8
horas), apés um ciclo de Saros a Terra rodou mais um tergo de volta, o que implica que o
eclipse é visivel ndo no local onde fora visivel no inicio do ciclo, mas sim num local com
uma longitude diferindo dele por 120°. A cada trés ciclos Saros (54 anos e 34 dias), um
eclipse quase idéntico pode ser visto no mesmo local, a mesma hora.

Os Ciclos Saros e os numeros inteiros de dias e meses enquadram-se no ideal grego de
que “os numeros governam tudo” e que 0s numeros sao apenas naturais ou fragdes, sendo
estes ultimos razdes entre numeros naturais. Embora os gregos tenham descoberto os
numeros irracionais, isso representou uma crise profunda na sua filosofia e era-lhes muito
mais agradavel pensar no céu como sendo regido por estes nimeros especiais.

7. Conclusoes

Nesta atividade construimos varios modelos. Um modelo, no sentido matematico, € uma
representacao simplificada da realidade que nos permite explorar e compreender um
sistema.

No primeiro modelo que construimos, os trés corpos moviam-se no mesmo plano.
Refinamos este modelo, fazendo com que a Lua estivesse num plano diferente do do Sol.
Na ultima parte, incluimos a inclinagcao axial da Terra e referimos varios refinamentos que
podemos considerar para tornar o modelo mais preciso.

Um modelo baseia-se em observacgoes da natureza e propde um mecanismo “como se” a
natureza o seguisse. Na secc¢ao 3, calculamos o més sinédico a partir do més sideral. No
entanto, podemos medir ambos diretamente a partir da natureza: ao observarmos a posi¢ao
da Lua em relagao as estrelas, medimos o més sideral. Ao observarmos as fases da Lua
(ou seja, a sua posi¢ao em relagdo ao Sol), medimos o més sinddico. Estas observagodes
coincidem com o valor calculado? Se sim, isto valida o modelo, dado que a Lua se comporta
como se rodasse a volta da Terra numa circunferéncia, a uma certa velocidade constante.
S6 que... Na realidade, as observacdes ndo correspondem aos calculos se medirmos com
precisao suficiente! Isto revela que o modelo esta incompleto. Por isso, temos de o refinar e
afirmar que, na verdade, a érbita ndo é exatamente uma circunferéncia, mas uma elipse e a
velocidade nao é exatamente constante, mas é mais rapida na parte da elipse que esta
mais proxima da Terra. As leis de Newton fornecem um modelo mais refinado do céu,
modelo que descreve as Orbitas e as forgas entre os corpos celestes. No entanto, as leis de
Newton ndo podem explicar todos os fendmenos astronémicos e, em algum momento,
precisamos de utilizar a teoria da relatividade de Einstein. E assim sucessivamente. Ha
ainda fendmenos a espera de um bom modelo. Isto n&o significa que modelos mais simples
sejam errados ou inuteis. Eles fornecem ainda um bom panorama, compreenséao e
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aproximacgdes da realidade. Modelos mais refinados sao mais precisos e fornecem
compreensao mais profunda.

Recursos

e App sobre as fases da Lua e eclipses:
https://imaginary.qgithub.io/moonphaseseclipses

Crie e partilhe!
Partilhe as descobertas dos participantes utilizando as hashtags
#idm314eclipses e #idm314.

© 2024 Christiane Rousseau, Daniel Ramos
Este trabalho esta licenciado sob uma Licenga Creative Commons Attribution 4.0
International License.
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